
Тема 3. Метод математической индукции (продолжение) 

 

1. Доказать: 

𝑛! < (
𝑛 + 1

2
)
𝑛

  при 𝑛 > 1. 

Доказательство. 

1.   

𝑛 = 1: 1! < (
1 + 1

2
)
1

  ⇒ 1 < 1 − неверно 

 

𝑛 = 2 

2! = 2; (
2 + 1

2
)
2

=
9

4
⇒ 2 <

9

4
− верно. 

2а. 𝑛 = 𝑘 

𝑘! < (
𝑘 + 1

2
)
𝑘

− верно ⇒ 2𝑘𝑘! < (𝑘 + 1)𝑘 − верно   

2б. 𝑛 = 𝑘 + 1 

(𝑘 + 1)! < (
𝑘 + 2

2
)
𝑘+1

− ?   (∗) 

Используем неравенство: 

(
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)
𝑛+1

> 2 ∀𝑛 ∈ 𝑁 

 

Найдем отношение в (*): 

(𝑘 + 1)!

(
𝑘 + 2
2 )

𝑘+1 =
𝑘! ∙ (𝑘 + 1) ∙ 2𝑘 ∙ 2

(𝑘 + 2)𝑘+1
<

по предположению

(𝑘 + 1)𝑘 ∙ 2 ∙ (𝑘 + 1)

(𝑘 + 2)𝑘+1
= 2 ∙

(𝑘 + 1)𝑘+1

(𝑘 + 2)𝑘+1

<
1

2
∙ 2 = 1 

 

2. Доказать: 

2! ∙ 4! ∙ … ∙ (2𝑛)! > [(𝑛 + 1)!]𝑛  при 𝑛 > 1. 

Доказательство. 

1.  



𝑛 = 1: 2! < [(1 + 1)!]1   ⇒ 2 < 2 − неверно 

 

𝑛 = 2 

2! ∙ 4! = 2 ∙ 24 = 48; [(2 + 1)!]2 = 36 ⇒ 48 > 36 − верно. 

2а. 𝑛 = 𝑘 

2! ∙ 4! ∙ … ∙ (2𝑘)! > [(𝑘 + 1)!]𝑘 − верно   

2б. 𝑛 = 𝑘 + 1 

2! ∙ 4! ∙ … ∙ (2𝑘 + 2)! > [(𝑘 + 2)!]𝑘+1− ?    (∗) 

Найдем отношение в (*): 

𝟐! ∙ 𝟒! ∙ … ∙ (𝟐𝒌 + 𝟐)!

[(𝒌 + 𝟐)!]𝒌+𝟏

=
2! ∙ 4! ∙ … ∙ (2𝑘)! ∙ (2𝑘 + 2)!

[(𝑘 + 2)!]𝑘+1
>

по предположению

[(𝑘 + 1)!]𝑘 ∙ (2𝑘 + 2)!

[(𝑘 + 2)!]𝑘+1

=
[(𝑘 + 1)!]𝑘 ∙ (2𝑘 + 2)!

[(𝑘 + 1)! (𝑘 + 2)]𝑘+1
=

[(𝑘 + 1)!]𝑘 ∙ (2𝑘 + 2)!

[(𝑘 + 1)!]𝑘+1 ∙ (𝑘 + 2)𝑘+1

=
(2𝑘 + 2)!

(𝑘 + 1)! (𝑘 + 2)𝑘+1
=

(2𝑘 + 2)!

(𝑘 + 1)! (𝑘 + 2)𝑘1
=

(2𝑘 + 2)!

(𝑘 + 2)! (𝑘 + 2)𝑘

=
1 ∙ 2 ∙ … ∙ (𝑘 + 2) ∙ (𝑘 + 3)…2𝑘 ∙ (2𝑘 + 1) ∙ (2𝑘 + 2)

(𝑘 + 2)! (𝑘 + 2)𝑘

=
(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)…2𝑘 ∙ (2𝑘 + 1) ∙ (2𝑘 + 2)⏞                          

𝑘

(𝑘 + 2)(𝑘 + 2)… (𝑘 + 2)(𝑘 + 2)(𝑘 + 2)⏟                          
𝑘

> 1 ∙ 1 ∙ … ∙ 1⏟      = 𝟏
𝑘

 

3. Доказать: 

1

2
∙
3

4
∙ … ∙

2𝑛 − 1

2𝑛
<

1

√2𝑛 + 1
. 

Доказательство. 

1.  𝑛 = 1 

1

2
<

1

√2 ∙ 1 + 1
− верно, так как 2 > √3 

2а. 𝑛 = 𝑘 

1

2
∙
3

4
∙ … ∙

2𝑘 − 1

2𝑘
<

1

√2𝑘 + 1
− верно   

2б. 𝑛 = 𝑘 + 1 



1

2
∙
3

4
∙ … ∙

2𝑘 + 1

2𝑘 + 2
<

1

√2𝑘 + 3
− ? 

1

2
∙
3

4
∙ … ∙

2𝑘 + 1

2𝑘 + 2
=
1

2
∙
3

4
∙ … ∙

2𝑘 − 1

2𝑘
∙
2𝑘 + 1

2𝑘 + 2
<

по предположению

1

√2𝑘 + 1
∙
2𝑘 + 1

2𝑘 + 2
<⏟
?

  
1

√2𝑘 + 3
. 

Проверим:  

1

√2𝑘 + 1
∙
2𝑘 + 1

2𝑘 + 2
  <⏟
?

  
1

√2𝑘 + 3
 . 

Решим неравенство: 

1

√2𝑘 + 1
∙
2𝑘 + 1

2𝑘 + 2
 <  

1

√2𝑘 + 3
 
все элементы>0!
⇒           √2𝑘 + 1 <

2𝑘 + 2

√2𝑘 + 3
⇒ 

√2𝑘 + 3 ∙ √2𝑘 + 1 < 2𝑘 + 2 ⇒ 4𝑘2 + 8𝑘 + 3 < 4𝑘2 + 8𝑘 + 4 верно ∀𝑘 ∈ 𝑁 

4. Доказать: 

√𝑛 < 1 +
1

√2
+⋯+

1

√𝑛
< 2√𝑛   ∀𝑛 ≥ 2 

Доказательство левой части. 

1.  𝑛 = 2 

1 +
1

√2
> √2⇒ √2 + 1 > 2 − верно, так как  √2 > 1. 

2а. 𝑛 = 𝑘 

1 +
1

√2
+⋯+

1

√𝑘
> √𝑘 − верно   

2б. 𝑛 = 𝑘 + 1 

1 +
1

√2
+⋯+

1

√𝑘 + 1
> √𝑘 + 1− ? 

1 +
1

√2
+⋯+

1

√𝑘
 +

1

√𝑘 + 1
>

по предположению
√𝑘 +

1

√𝑘 + 1
>⏟
?

 √𝑘 + 1 

Проверим:  

  √𝑘 +
1

√𝑘 + 1
>⏟
?

 √𝑘 + 1  . 

Решим неравенство: 

  √𝑘 +
1

√𝑘 + 1
>  √𝑘 + 1  

все элементы>0!
⇒           √𝑘(𝑘 + 1) + 1 > 𝑘 + 1⇒ √𝑘(𝑘 + 1) > 𝑘 



⇒ 𝑘2 + 𝑘 > 𝑘2⇒ 𝑘 > 0 − верно, так как 𝑘 ≥ 2. 

Доказательство правой части: 

1 +
1

√2
+⋯+

1

√𝑛
< 2√𝑛   ∀𝑛 ≥ 2 

1.  𝑛 = 2 

1 +
1

√2
< 2√2 ⇒ √2 + 1 < 4 − верно, так как  √2 < 3. 

2а. 𝑛 = 𝑘 

1 +
1

√2
+⋯+

1

√𝑘
< 2√𝑘 − верно   

2б. 𝑛 = 𝑘 + 1 

1 +
1

√2
+⋯+

1

√𝑘 + 1
< 2√𝑘 + 1− ? 

1 +
1

√2
+⋯+

1

√𝑘
+

1

√𝑘 + 1
<

по предположению
2√𝑘 +

1

√𝑘 + 1
<⏟
?

 2√𝑘 + 1 

Проверим:  

  2√𝑘 +
1

√𝑘 + 1
<⏟
?

 2√𝑘 + 1  . 

Решим неравенство: 

  2√𝑘 +
1

√𝑘 + 1
< 2 √𝑘 + 1  

все элементы>0!
⇒           2√𝑘(𝑘 + 1) + 1 < 2𝑘 + 2 

⇒ 2√𝑘(𝑘 + 1) < 2𝑘 + 1 ⇒ 4𝑘2 + 4𝑘 < 4𝑘2 + 4𝑘 + 1 − верно ∀𝑘. 

5. Доказать: 

𝑛𝑛+1 > (𝑛 + 1)𝑛   ∀𝑛 ≥ 3 

Доказательство. 

1.  𝑛 = 3 

34 = 81 > 43 = 64 − верно. 

2а. 𝑛 = 𝑘 

𝑘𝑘+1 > (𝑘 + 1)𝑘 − верно .  

2б. 𝑛 = 𝑘 + 1 

(𝑘 + 1)𝑘+2 > (𝑘 + 2)𝑘+1−? 



Найдем отношение: 

(𝑘 + 1)𝑘+2

(𝑘 + 2)𝑘+1
=
(𝑘 + 1)𝑘 ∙ (𝑘 + 1)2

(𝑘 + 2)𝑘+1
< 

(𝑘 + 1)𝑘+2

(𝑘 + 2)𝑘+1
=
𝑘𝑘+1(𝑘 + 1)𝑘+2

𝑘𝑘+1(𝑘 + 2)𝑘+1
>

по предположению

(𝑘 + 1)𝑘(𝑘 + 1)𝑘+2

𝑘𝑘+1(𝑘 + 2)𝑘+1
=
(𝑘 + 1)2𝑘+2

[𝑘(𝑘 + 2)]𝑘+1

=
[(𝑘 + 1)2]𝑘+1

[𝑘(𝑘 + 2)]𝑘+1
= [
𝑘2 + 2𝑘 + 1

𝑘2 + 2𝑘
]

𝑘+1

> 1. 

6. Доказать: 

(2𝑛)! < 22𝑛(𝑛!)2    

Доказательство. 

1.  𝑛 = 1 

(2)! < 22(1!)2⇒ 2 < 4 − верно. 

2а. 𝑛 = 𝑘 

(2𝑘)! < 22𝑘(𝑘!)2   − верно .  

2б. 𝑛 = 𝑘 + 1 

(2𝑘 + 2)! < 22𝑘+2[(𝑘 + 1)!]2 − ? 

Найдем отношение: 

(2𝑘 + 2)!

22𝑘+2[(𝑘 + 1)!]2
=
(2𝑘)! (2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)

22𝑘+2[(𝑘 + 1)!]2
<

по предположению

22𝑘(𝑘!)2(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)

22𝑘+2[(𝑘 + 1)!]2

=
(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)

22(𝑘 + 1)2
=
4𝑘2 + 6𝑘 + 2

4𝑘2 + 8𝑘 + 4
< 1. 

 

 

Домашнее задание 

Доказать, что при каждом натуральном n  верно неравенство. 

1. 
1 1 1

... 1
1 2 3 1n n n
   

  
 

2. 
1 3 5 2 1 1

...
2 4 6 2 3 1

n

n n


    


 

3. Доказать, что при любом натуральном 5n   верно неравенство: 

2 !n nn n  
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4. При каких натуральных n  верно неравенство: 

32n n . 

 

Это неравенство – неравенство Бернулли. 
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